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L’usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la rédaction
et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le sujet peut étre

utilisé pour traiter ia suite, méme s’il n’a o1 étre démontré.

Pour la suite on note E ’espace des fonctions continues de R dans R dériv-
ables en 0, E’ le sous-espace de E formé des fonctions dc--lasse C' et £ le sous-
espace de &' formé des fonctions de classe C? sur R".

Partie I

Pour f € E, on pose T(f) = F la fonction définie sur R par :

—1—/*005(;5 1) f(t)dt siz#0
F(z)=4¢ ZJo !
f(0) siz=0

1. a) Montrer que pour z # 0 et f € E|

(1) T(f)(z) = Fiz) = COSI/If(t) costdt«‘r%—z/ £(t) sin tdt.
J 0 0

I

b) En déduire que T(f) est continue sur R.

y".\?. Soit f € E, montrer que Jl:li% F'(z) existe et en déduire que F' € E’ et donner la valeur
de F'(0). ‘ .

3 Caleculer T'(f), pour f(z) = |z|. Que peut-on conclure?
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b) Calculer f’ en utilisant la relation (1) et en déduire que T est injective sur E.

. Soit g€ E' et

(2) f(r}:/ tg(z‘)dt+.rg'(r)4—g(1').
0

a) Montrer que f € Eet T(f) =g.
b} En deduire que T est un isomorphisme de £ dans E’.

3. Soit f £ E'. montrer que F = T(f) est dans E~ et que F vérifie sur R l'équation
différentielle
ry =2y ~ry=7f
9. Donner les solutions dans £ de !'équation différentielle .ry" — 2y +zy = 0. {On pourra
poser z = 1y.)
Partie IT ’ .
1. Soit f € E et A € R*. On suppose que T(f) = Af. Montrer que
a) f e E”.
b} f vérifie sur R* I'équation différentielle
" 2/\ - 1
l'[),\) Iy -f——T—y'J-ry:O
c) Si A # 1, alors f(0) =0.
2. Inversement
a) Montrer que si f € E” solution dans R* de 1'équation (D1 ). alors T(f) = f. { On pourra
prendre aprés justification g € E telle que T(g) = f.)
b) Montrer que si f € E” solution dans R* de 1’équation (D,), avec A # 1 et f{0} =0,
alors T(f) = Af.
3. Donner les fonctions f de E” qui vérifient T(f) = 3f.
’ 1 5 . .
4. Montrer que pour tout réel A # o avec n € Net X # L I'équation D, admet une
n 2
solution développable en série entiére dont on précisera son rayon de convergence. {On
ne demande pas de calculer les coefficients de ce développement). .
3.

Soit n € N. Donner une série entiere de la forme
+0oC 1
_ 2n k . =
o e e E k", avec ap = —
k=0 ’

1

qui converge sur R et telle que T(y,) = el

Yn-
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our tout n « 4, on delinit ies tonctions (J, )pez Ccontinues sur KX par :

+2C

\ f—l)‘c 9 = ’ o x = r
Jolz) = yolz) = Z F/Tk Un =1(22)"Jy. Joglz)=(-1)"J,. sin€N
k=0 el
7. Montrer que pour tout n & Z. la fonction .J, est une sclurticn sur X de ['équation
différentieile
(). 'y (r) -y {x) = {r" = n iy} =0

8. aj Pour rour 4 = R. développer en serie entiere la fonetion £ — cos{rsin# .

b) En déduire que
/ cos(rsinfl) db.
J0

-

4| |>—-

N i "k (2k)!
Un rappelle que sin*® tdt = ———.

Partie II1

(On convient de noter } _,a, = S 25an ~ Y. _ . an pour toute suite (a,/,cz si les deux séries

L.n=0 ‘a

+30 =1
> n—p@n €t 3. ___a, sont convergentes.)

1. a) Montrer en utilisant les relations de la question II-6-b) que pour tout n < Z.

.I,'-]n_1 — '.?rl.fn -+ 'r']n—l ={}

b) Vérifier aussi que pour tout n € Z.

Y
2J,=-ndp+zxJ, 4 et zJ,=nJ, -zt
On définit 'application v sur R? par :
+3oC o
bz, 8) = Z Jo(z)e™.
n=—oc

2. Montrer que ¥ est de classe C' sur R?. (On pourra montrer que cette série. ainsi que les deuz
séries obtenues en dérivant terme a terme respectivement par rapport a 8 et par rapport 2 r convergent
uniformément sur [—4, A] x R, pour tout 4 > 0.)
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3. a) En utilisant les relations de la question [1I-1. montrer que pour tout (z,4) € R?*;

o dv

i:qI.B) = —rw(z.f)cosh et r—I(r.9) =izsindu(r.0).

06 oz
\ : —izsiné dg
b) Soit g(z.8) = v(z.8)e ™" Calculer 55(1.9).

¢) En déduire que v(z.9) = e'zsin8 et que Jnu(r) =

=

/ cos(rsinf — nb)db.
9

Pour tout A > 0. on consideére 1'équation sur R

(E\) AU + AU =0
. . 2 »® & .
( On rappelle 'expression du Laplacien A dans R°; A = 522 T 5;_; et en coordonnées
L0 19 1@ 3
polau'es A= or2 T Py = ;2-—8—9—2.)

Soit U une solution de (Ej) de classe C* sur R*.

4. Montrer qu'il existe une suite de fonctions (Cp)nez définies sur [0, +oc] telles que
+oc l
U(rcosf,rsinf) = Z Cn(r)e™. V0 eR.
—00

5. Vérifier que pour tout n € Z, C, est une fonction de classe C? sur [0.+oc] et vérifie
I’équation différentielle

rQC;;(r) +rC(r)+ (Ar? — n2)Colr) = 0.
6. On poset = v/Ar. Montrer que pour toute suite bornée (an)nez, la fonction p(r cos @, rsinf) =

+oC

Z cnJn(VAT)e est une solution de classe C? sur R? de I'équation (Ey).

n=—2>x
7. Donner deux solutions sur R? de I'équation (Ey), I'une ne dépend que de z et I'autre ne
dépend que de y. .
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